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930. 


SUR LA SURFACE DES ONDES. 


[From the Annali di Matematica, Ser. 11., t. XX. (1892), pp. 1—18.] 


1. IL y a, dans les Annali di Matematica, tom. 11. (1859), deux Notes très 
intéressantes sur cette surface: Combescure, “Sur les lignes de courbure de la surface 
des ondes,” pp. 278—285, et Brioschi, “ Osservazioni sulla medesima quistione,” pp. 285— 
287. Je me propose de réproduire et développer cette théorie, en changeant les 
notations et l’arrangement des recherches de la manière qui me paraît convenable. 


2. Je prends a, b, c pour les carrés des semiaxes («a >b >c), et j'écris 
A, B, C=a+b+c, ab+ac+bc, abc; 


a, B, y=b—c, c—-a, a—b, 


(a+B+y=0, et ainsi, a=+, y=+ et B, =—a-— y, =—, et en magnitude absolue 
plus grand que «a ou y): 

E = a ai y? + &, 

n = qar? + by? + cz’, 


£=a(b+c)aæ +b(c+ a) y? + c (a+ b) 2°, 


et de là réciproquement 


Pya? = E — an — bcg, 
yay? = E — bn — caf, 
aBz = Ẹ — cn — abé. 
3. L’équation de la surface est 
| En — + abc = 0, 
et de là, en écrivant £= £m — abc, on obtient pour un point de la surface 

By = (Ẹ — a) (n — bc), 

yay? = (E — b) (n — ca), 

aßz? = (Ẹ — c) (n — ab), 
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équations qui donnent les valeurs des coordonnées (x, y, z) du point en termes de 
deux paramètres £, 7. Je remarque que ces équations donnent 


y 
7 n=dc 1h de ab — 


la première équation, en y considérant £ comme dénotant æ? +4?+2°, et la seconde 
équation, en y considérant 7 comme dénotant as?+ by? + cz, sont équivalentes l’une 
et l’autre à l'équation £n—£+abc=0 de la surface. 


4 Je prends ^, u, v pour les cosinus des inclinations de la normale (ou, ce 
qui est la même chose, de la perpendiculaire par le centre sur le plan tangent) aux 
trois axes, et v pour le carré de la longueur de ce perpendiculaire, v = (At + uy + vzŸ; 
on à 


= 5 {aË+n—a(b + o), 


n=4 bE + mb (c +a), 


= 5 (LE +n—c(a+b)}, 


et de là, par l'équation X? +w+%=1, on a 
aByD'= a (£—a)(n— be) {aë +» — a (b + o)} 
+ B(E— db) (n— ca) bE +7 =b (c +a)" 
+ y (Ẹ— c) (n — ab) cë +n — c (a + b)}, 


équation laquelle (en réduisant à moyen des rélations a+ B+y=0, aa +b8 +cy=0, 
aa +B + ey = — aBry, &c.) devient | 


aByD? = aßy (En — C) (n— Ẹ + 4E- B); 
D = V(En-C)(n-E + AE- B). 


5. On trouve de même manière 


As + py + = ©, 


et l’on a ainsi 


ane + buy +ovz = 7}, (n— E+AË-B), 


bons + capy + abvz = 7 |- (En — C)(n—B)-C(n-E£+AE£-8B); 
ou, en y substituant la valeur de D, 


| SN MR CU 
e+ puy +z, = NV, VE 
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La première de ces équations donne 


y= LA T h 
n—Ẹ+AE- B’ 
et de là réciproquement 
= n—F+Af-B 
ait + buy+ cvz= RA Mur | 


Le NHBTON n—E+AE-B 
bere + capy + abvz = — (n — B) jak Ee E A E EG sag/e— En $ 


_b(&-AE+B)-0" SON agea 
TE a S a p e T + 


On a ainsi les formules 


At+ uy+ vz= Nr, 
akon- buy+ ovz= À, 
py+ cv 7 

£ TE 

bors + cauy + abvz =— n Vv + BVv — — ; 

(2 


et de là aussi 
a (b +c) x + b (c +a) uy + c(a+b) vz = PET et 
v 
6. On peut introduire dans les formules v au lieu de 7; les deux paramètres 


seront ainsi: £, carré de la distance au centre; v, carré de la perpendiculaire sur 
le plan tangent. 


On a d’abord 
nb E(a+b+0) Et a(b+o E5 E eE, 


=(¢-a) fe- 0-04 EE, 


-55 {bc — (b + c)v + vé}; 


et ainsi 


Br =E- ED be- (+ ovt), 


yay? = ER {ca — (c + a) v + vË}, 


et de même 


aBz° = ie Eog {ab — (a + b) v + vé}, 


lesquelles sont les expressions des coordonnées £, », en termes des paramètres £, v. 
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1. On 
vD” = (En — C}, 
En- C=E-ag-d.s-c.fi+ Ea, aimi uE, 
et de là 
t E—a.Ë£—b.£—c\ 
an ei à | 
On a aussi 
aġ+n-a(@+o)=Ẹ-b.Ẹ-0.(1+ E29), TEN ee 
et de là 
PE 1e E—b.E£-c 
= EL 
ce qui donne | 
Byn = T; (bo -O + o) 0 + ot), 
et de même 
vas = ED {ca — (c + a) v + vé}, 
agr = CE fab — (a + D) v +0), 


lesquelles sont les expressions de À, w, v en termes des paramètres £, v. 


8. On obtient 
A? 2 1? 1 
aßy | + ele La (00) (bo O+ o)v +08 


v 
+ B (v — b) {ca — (c + a) v + vé} 
+y(v— c) {ab — (a+ b) v + vé}, 

ou, en réduisant comme auparavant, 

AA u? 1° 

v—a pare 


= (. 
v— c 


9. Je rappelle que l'équation du plan tangent est 
As + uy +vz—Vu=0, i 
où v est déterminé comme fonction de À, w, v par l'équation qui vient d’être donnée ; 


> à 
et qu’en considérant À, w, v, v comme des paramètres variables qui satisfont à cette 


p 


équation et à l'équation A?+ w? +1°=1, lon obtient la surface comme enveloppe de 
ce plan tangent. 


Æ 


10. On a ainsi v comme l’une des racines de l’équation quadrique 
A2 u? 1? | 
Éd 623 6 
en dénotant par u l’autre racine, on a donc 
B—i(b+c)X2+(c+ a) p++ (a +b) r} 0 bN + cap? + abrt = 0 — u. 0 —, 
C. XIII. 31 
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et de là 
u+v= (b+c)+ (c+a)m+ (a+b)r, 
l Uw F ber? + cau? + abr’. 
La première de ces équations peut aussi s'écrire sous la forme 
A—u-v= aX? + bu? + ci’, 
et la seconde sous la forme 
B—uv =a(b+c)\+b(c+ a)p?+c(a+b)r°. 


11. J'observe que à, m, v sont les cosinus des inclinations de la perpendiculaire 
par le centre sur le plan tangent au point x, y, 2, la longueur de cette perpendiculaire 


étant Vu; il y a un plan tangent parallèle qui corresponde aux mêmes valeurs de 


À, pm, v, et évidemment on a alors Vu pour la longueur de la perpendiculaire sur 
ce plan tangent parallèle; autrement dit, les équations de deux plans tangents sont 


AX +uY +vZ—Vv=0, 
AX +uY+vZ-Vu=0. 


Il convient de remarquer qu’on a pris (+, y, z) pour les coordonnées du point de la 
surface qui est le point de contact du premier de ces deux plans, et qu’ainsi les 
deux quantités v et wù n’entrent pas symétriquement dans les formules. 


12. En substituant dans l'expression de w+v ou w, ou ce qui est plus simple 
dans celle de A —u— v, les valeurs de A?, w?, »? en termes de v, é, on obtient 


By (Au 1) =; aa (v — a} fbe .- (b + c) v + vé} 


+ Bb (v — bF {ca — (c + a) v + vé} 
+ yc (v — cY {ab — (a + b) v + vé}, 


équation laquelle (en réduisant comme auparavant) devient 


A—u—v= À — 2v + 


NS EL PUR 


c’est-à-dire 
—a.v—b.v—c 


(@—E)@—u)= TS, 


v 


équation qui donne dans des formes très simples, £ en termes de v, u, et aussi « en 
termes de v, £. 


13. On a comme auparavant 


a M 
ORE- a YPEY i 


je cherche l'expression de w en termes de £, 7. En écrivant pour abréger 


n-P+At-B=M, 
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nous trouvons 


v-a= jy E-a) la +n — a(b + c)}, 


v — = (E- b) bE +0 —b (c + a)}, 


v — c= yÉ- c) [cE +n — c (a + b), 


v = y (En 0): 
et de là 
v—a.v—b.v—c Etn =a Otet y bo +a) [ë tarot) 
v.v- E M (En — 0) 


ou enfin, et en restituant pour M sa valeur, 
da 1 Eee 2 {aË£ +n—a(b+c)} {bË+n—c(a+b)} {cE+ mn — a (b + 0)} 
(Ẹn-C){n-Ẹ+ AE- B) 
14. On peut introduire dans les formules u au lieu de £ et ainsi exprimer les 
coordonnées, &c., en termes des deux paramètres v, u. On a pour cela 


v—u= 


donc 
v—u 


E—a=(v-a) fı AEE, An NT A 


V.U—U 
De plus 
bc—(b+c)u+v£=(v—b)(v-c)—v(v—E#) 


LE (i-"—)- u—a.v—b.v—c 
. . v TT Te EAA 


= (v=b) 0—0) = (0= 


—u vieu 
Donc si 
= D EÉ=du=av-by-c. v.É—a.u-a 
n — bc = y be - (b + c)v +v) M deu D 1 a 


ou enfin, à moyen de la valeur de £— a, 


n — bc = (+ c)u + uo). 
Donc 
— Byx° + ea {bc — (b + chu + w}, 
et de même 
ape B D duo 
-- aß2? = ACC {ab — (a + b) u + w}, 
équations qui donnent les coordonnées x, y, z en termes des deux paramètres v, u. 


31—2 
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15. De la valeur ci-dessus donnée pour m—bc on déduit celle de ņ; en effet, 


on trouve 
n (v — u) = be (v — a) + (u — a) {— (b + c) v + uv} 


=v fw — (a +b +c)u+ ab + ac + bc} — abe, 


c’est-à-dire 
u? — À +B- u— A i = 
= Aam cis mi r =u«u— Au + B+ £ : eue 


ainsi » est la même fonction de v, u et de v, £. 


16. De plus 
5 — a} u—a.(v—a).v—b.v—c 
x = iiè e a E TPD 
Pi ; PAPE À CROIRE v.v—E.v—u ; 
c'est-à-dire 
SE RO NE RE 
et de même 
— yap? =u— b.v— b, 
— aß? =u — c.v— c, 
équations qui se déduisent plus simplement des équations 
Aa + yÿ + 1 E, 
À? p v? aii 
v—a v—b v—c 
2 2 
; W pE ne 


u—a u—b u—c 


2 


Je rappelle les équations pi 
AZ + y+ v2= y v, 


args + buy +ovz= +, 
Vy 


aG+o) he +b(e+a) ay + (a+ bre not E 


et j'ajoute aussi celles-ci 


À? de : n° 1 . v—u 
(v — a} NÉ #7: Me (w= v.v- v—a.v—b.v—c? 
et de même 
a p n° w v—u 
(a = a} a-b * (u—c} ~ u—a.u—b.u—c 


17. Formules différentielles. Nous avons 


x de nd vibes EE D ed 17; 
2aBry (aa dx + budy + dde = = {a£ +n — a (b + c)} 28yxdzx + &c. 


D 
7 fag +n — a (b + c)} {(n — bc) dE + (Ẹ — a) dn} 
+P E + m — D (c + a) {Cn — ca) dE + (E — b) dn) 
= 


+3 {CE +n — c (a+b)} {(n — ab) dE + (E — c) dn}, 
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ou, en réduisant comme auparavant, 
= PT (En — OydE + (n — E + AE- B) dr), 
c’est-à-dire 


2 (ax da + budy + cvdz) = — 1 — RCE pdË+ NE aa Caa B FA 


ou enfin 
aida + budy + cvdz = — 4 VudE + 47 ; 
v 
et de là en différentiant l'équation 
ara + buy + cvz = T 
on déduit 
- n Z 
aædà + bydu + czdv = 4 VodE + i FAT 


18. Nous avons de plus 


28yx dx = (n — bc) dE + (E— a) dn, 


La {€n — be) dE + (E— a) dn}? 
és Te ) dE + (E — a) dn 
oi: © 2 NN 

et de même ’ ni. 
n — ca) dE + m 
MS ARS et + 

jasar = Tode #(E= 0) d). 

E—c.n—ab 


et de là, après les réductions nécessaires, 


EF AË+ Bon C En 
PR e se do. 1 = h 


e Byt ARCE 
n — be.nn — ca . n — ab 


4( d+ d+ dé)= 


4 (ada? + bdy’ + cdz’) = Er de + 


en écrivant la première de ces équations sous la forme 


ds = EdE + 2FdEdn + Gdr, 


dr; 


on à 
, É-AË+B- 7 
SE-a.E-b.E-c? 


19. De plus, de l'équation X~? + p? +1 =1, et des valeurs de u +v et uv, on déduit 


He 0 Gei Poe 


Pr n—bc.n—ca.n— ab" 


AdXA+ pduw+ vdr=0, 
arda + budp+ cvdv=4( du+ dv), 
bad} + caudu + abvdv = 4 (vdu + udv). 
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20. Équation différentielle des courbes de courbure de la surface. 


. de l'équation 
l'A, du, dr |=0, 


dx, dy, dz 
PE UE à 
ou plus simplement des équations 
dx : du : dv=dæ : dy : dz, 


équivalentes à cette première équation, on déduit 


[903 


En partant 


(sd + ydu + zdv) (ar dx + budy + cvdz) — (dæ + ydy + zdz) (aħdà + budu + cvdv) = 0, 


c'est-à-dire 
2 (vode +) + dE (du + du) =0, 
Vo Vo 


ou enfin 


dvdn +vdud£ = 0, 


laquelle est la forme la plus simple de l’équation dont il s’agit. 


21. On a ici 
D(E- AE +B)-C v—a.v—b.v—c 
=s > A, u= va 
À "= T 
et il s’agit de substituer ces valeurs dans léquation différentielle. 
moment 
PR- PONR. 
| Eu V — E > Li V— E , 

où lon a 


H=v(Ẹ—AE+B)-0C, 
U=-vẸ+4v-B+Î; 


l'équation devient 


— (w — £) (dHdo + vdd U} + (dv — dE) (Hdv + vud£) = 0, 


et l’on trouve : 
dH =(¢Ẹ — Ag + B) dv + (2¢— A) vdé, 
C 
au = (-£+4-°) de vdE, 


et en substituant ces valeurs, on obtient 


v 


J'écris pour un 


WO-E-10)dE- fo- £ (Er Ÿ) 00 + H} dodé + (- (08) (E— AE + B) + H) de = 0 


Le coefficient de dẹ est v — Av + Bu —C! c'est-à-dire v—a.v—b.v—0c ; de même, 
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le coefficient de du? est &— AE + BE — O, c'est-à-dire £—a.£—b,£-—c. Le coefficient 
de — dud£ est 


(ee 0 go + E) OE- A+ Bo —0)+ (£ 40E + Bo — 0), 


= £ (26 Av + ©) — ao + 2Bo — 80; 
l'équation différentielle est donc 
(w — Av? + Bu — O) dE — i (2»- Av + S) — Av +2Bv— 3c} dud 
+ (E -— AE + BE — 0) du = 

22. Mais on a identiquement 
E—-a.v—-b.v—c 
+E-Db.v—-c.v—a 
+E£E-c.v—-a.v—-b 


-¢Ẹ.1.v-a.v-b.0—0=Ẹ(28— Avt C) 40 +280 30, 


donc en divisant par 
— Av +Bv—C =v—a.v— b.v --c, 
l'équation devient 


ut PL de 


£—c_£ AAN LLA T 
upe dEdo (À — & De On E) +de. v—a.v—b.v—c. 
23. De même, en substituant dans l'équation dudn + vdud£ = 0 les valeurs 
__ v(w — aefa P v—a.v—b.v—c 
a v—u i A v—u ; 


on obtient 
(ui — Au? + Bv — C) du? — fu (2 — Av + £) — Av? + 2Bv— 30} dudu 
+ (uÿ — Au + Bu — C) du? = 
ou, ce qui est la même chose, 


u—a.u—b.u—c 
v—a.v—b.v—0c 


u—a  u—b u—c 


du? — du do ( PRE PME EU = 0: 


- 5) +de. 
v 


les équations différentielles entre £, v et entre u, v respectivement sont ainsi precisé- 
‘ment de la même forme: on peut vérifier sans beaucoup de peine qu’en introduisant 
dans la première équation w au lieu de £ par la substitution 


v—a.v—=b.v=c 


E= y TS, 


v—n 
on obtient la seconde équation: c’est là un théorème d’analyse assez remarquable, 


24 L'équation différentielle en «u, v est changée en entrechangeant ces deux 
variables: cela doit être ainsi, car autrement les deux courbes de courbure par le 
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point de contact du plan tangent AX + uY +vZ — Vy=0, et les deux courbes de 
courbure par le point de contact du plan tangent parallèle AX +uY+»Z-Vu=0 
seraient parallèles les unes aux autres, ce qui n’est pas en général vrai. Pour que 
les deux équations soient identiques, on doit avoir 

u—a u—b u-c 2) 


v-a.v-b.v-0 (++ À 
Ua v—b v—c v 


‘\u—a u—b u—c u 
c'est-à-dire 
u(2- Av+ Ê) — Ai + 2Bv — 30 =v (au — Au +E) — Au + 2Bu— 30, 

ou enfin 

(u — v) {2u — A (u + v) uv + 2Buv — C (u +v)} = 
u=v donne le plan à l'infinité, qui coupe la surface selon les deux coniques imaginaires 
a +y+z=0 et aa? + by? +cz=0, et aussi les plans tangents singuliers qui touchent 
la surface chacun selon un cercle réel ou imaginaire; je mai pas considéré la courbe 
sur la surface que lon obtient en égalant à zéro lautre facteur. 


25. Rayons de courbure. 


Les équations de la normale au point (æ, y, z) sont 
X=x—RX\, Y=y-Ru, Z=z-— hr, 


et, en supposant que les coordonnées X, Y, Z se rapportent à un centre de courbure, 
on a 
dæ = Rd), dy=Rdu, dz= Rdv, 
et de là 
ada + ydy +zdz= R («dr + ydu + zdv), 
Rdv 
Vo’ 


en fonction de é, v, par équation 


&— (4 TLAN n °_É)6+ -anpe EX Her 


MDN Ar v—a.v—b.v—c 


donc R=Vv + = 0 Vv, en posant TE 0 est donc déterminé, 


c'est-à-dire dE = pa 


0, 


et les deux rayons de courbure sont alors donnés par la formule R = 0 vv. 


26. Surface des centres de courbure. En écrivant pour R sa valeur, = 0 Vv, nous 
avons 


X =g- 0N, Y=y—u0 Vr, Z=2- vno, 


où X, Y, Z dénotent les coordonnées d’un point de la surface cherchée; et si nous 
formons les expressions Z, H, Z analogues à £, ņ, &, savoir 


E = X:+ Y? + 27, 
H = aX?+ bY? + cZ, 
Z =a (b+c) X? +b (c +a) Y? +c (a +b) Ze, 
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on obtient sans peine, à moyen des valeurs trouvées pour 
As + puy +z, anw +buy+oevz, aN + bp + cr, &c., 
ac £ — 20v + 0, 
H = n — 20n + 0w (À — u — v), 
Z = En + C — 20 (m + O) + 0w (B — uv); 


où comme auparavant 


e- (E22 E= Ee ES Aadi EA a 


V0 v—=b v—c Y y 


2 


asal mou 
_v(E—AE+B)-C 
y= v—é , 
—a.v—b.v—-c. 


= pee: 


v 


en éliminant entre ces six équations les cinq quantités £, n, 0, v, u, on obtient 
l'équation de la surface des centres en termes de Æ, H, Z qui sont des fonctions 
données des coordonnées X, Y, Z ďun point de la surface. 


27. Je remarque que les sections principales de la surface des ondes sont des 
courbes de courbure de cette surface; en particulier, pour fixer les idées, la section 
par le plan z=0, savoir le cercle £—c=0 et ellipse »—bc=0 sont des courbes de 
courbure. Pour lune ou Pautre de ces courbes, il y a une suite des courbes de 
courbure de lautre espèce qui coupent le cercle ou ellipse à angle droit, et qui sont 
symétriques aux deux côtés du plan z=0. En considérant par exemple l’ellipse, les 
normales à la surface aux points successifs de cette courbe sont situées dans le plan 
de æy et se coupent selon une courbe dans ce plan, la développée de l’ellipse, laquelle 
est une courbe sur la surface des centres; l’ordre de cette développée est = 6. Mais, 
de plus, chaque normale de la surface à un point (x, y, 0) de l’ellipse est rencontrée 
par les normales de la surface aux points (x, y, +86z) au-dessus et au-dessous du 
point de l’ellipse: les points d’intersection forment une courbe dans le plan de æy, 
laquelle est aussi une courbe sur la surface des centres, et de plus elle est une 
courbe cuspidale sur cette surface: nous allons voir que l’ordre de cette courbe 
est =6. De même pour le cercle, la développée du cercle est le point æ=0, y=0, 
lequel à ce que je crois doit être considéré comme cercle infiniment petit (ou deux 
droites imaginaires) æ#+%—0; le cercle donne lieu aussi à une courbe qui est une 
courbe cuspidale sur la surface des centres, et nous allons voir que l’ordre de cette 
courbe est —4 La section de la surface des centres par le plan æy est donc 
composée comme suit : 


développée de l’ellipse, ordre 6 
courbe cuspidale, ordre 6, trois fois, , 18 
développée du cercle, y 2 
courbe cuspidale, ordre 4, trois fois, 5 12 
38, 
C: IE 32 
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et il paraît ainsi que l’ordre de la surface des centres de la surface des ondes doit 
être = 38. 


28. Je m'arrête pour un moment pour considérer la même théorie par rapport à 
2 2 2 

4al. La section par le plan z=0 est ici l’ellipse T4 ki 
et pour la surface des centres on a dans le plan de sy, la développée d’ellipse, 
courbe d'ordre 6, et aussi une courbe cuspidale laquelle est une ellipse. En effet, 


pour trouver léquation de cette courbe, on a pour les coordonnées X, Y du point 


$ a 
l’ellipsoïde put 


où la normale au point (x, y, z) rencontre le plan z=0, les équations æ= X + Ya, 


y= Y+Ēz; c'est-à-dire X =g (1 — £) APAE Gi — à). Dans ces équations æ, y se 


a 
. ajl; wo Ÿ ais: Le ; 
rapportent à un point de Pellipse ph. à 3 =1; en éliminant entre les trois équations 
| nul by? l À 2 2 
æ, y, on obtient En ED = 1, ou ce qui est la même chose tel 


La section principale de la surface des centres est donc composée de cette ellipse 
2 2 
trois fois, et de la développée de l’ellipse Su l; l’ordre de la section, et ainsi 


l’ordre de la surface des centres, est donc 6 +3.2, = 12, comme cela doit être. 


29. De même pour la surface des ondes on a s =X + i 2 y=Y+ È z, c’est-à-dire 
_æ{a£+m—a(+c) 
cE£+n—c(a+b) ” 


_, _YWbË+n—-b(c+a) 
CITE US 


X = 


où pour z=0 on a (£—c)(m—ab)=0, équation qui donne: 1°, le cercle £—-c=0; 
2, l’ellipse 7 — ab = 0. 
1°. Pour le cercle £=c, en écrivant æ°=c0, ÿ*=c(1—6), nous avons 


n = acô + bc (1 — 0), =c(b + y0) 
et de là 
aë +n — a(b + c)=0bB + cy6, 
bE +n — b (c +a) =bf + cy, 


cE +n—c(a+b)=c(8+"7y0), 
valeurs qui donnent 


X = Ve V6 ftos) __ag Na 
c (B + y0) ' \c B + y0” 

Y=vovT=0 f1 -2+ __aB NIZO, 
c (B + y0) Ve B +0 
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donc 
ap? 1 
Xe?4+ Y? = :; 
y c (8+y0) 
apr cf? að — )— B(1-— 06) dE 1 
ce (By °> ce B+1%0? 
et de là 


(aX 87 = (E+ F’); 
courbe de l’ordre 4, cuspidale sur la surface des centres. 


2, Pour ellipse y= ab, en écrivant æ?=b0, y=a(1— 0), et de là 


E=b0 +a(1—0), =a—"76, 
on obtient 
a£+m—a(b+c)=-a(8 +7y6), 
bE +m—b(c+a)=—0b (B + y0), 
CE +y — c (a+ b) = -— b8 — cy6, 
valeurs qui donnent 


L'ENE NE fi- ra var VÖ (1—0) 


bB + cy bB + cy0 ’ 
s D -E - -  OV1-6 
Y = Va V1 — al DS ml Ra 
donc 
a, p 01—90) 
DE a= Y OB + oy 
Le Fe 0084 0) — aaf 5 ur Aa 
B (bB + cy} : Y EB + cy0 
X? Ye &(1— 0F 
dB a Y GB + A 
et de là 


mer. 
no) Er a) 1 TB ax’ 
courbe de l’ordre 6, cuspidale sur la surface des centres. 


30. On aurait pu développer la théorie des courbes et rayons de courbure à 
moyen de la formule ci-dessus donnée, d? = EdE + 2FdEdn+ Gdn? (F=0), mais pour 
cela il faudrait trouver plusieurs expressions qui ne sont pas encore calculées, savoir 
les coefficients des formules 


dx = à dE + 2x dE dy + adr”, 
dy = BE + 2B'dE dn + B'dr?, 
de = y dE + 2y dE dn + y'dn°, 
32—2 
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et puis 
E’, F, G'=%a+pB+vy, Aa +uB'+vy, ra” + pup" ++ vy”. 


En prenant comme auparavant R pour le rayon de courbure on aurait alors, (Salmon, 
Geometry of three dimensions, Ed. 4 (1882), p. 347), 


| R, EME, Gdn ||=0, 
EG, E'd£+F'dn, F'd£+ G'dn 
et 

=0, 


| dm ` REL PO, -RF 
| dE, RF’ RG'— EG 


formules pour les courbes et rayons de courbure: en particulier, l'équation différentielle 
des courbes de courbure peut s’écrire sous la forme 

dn, —-dE£Edn, dE | = (0. 

E, pos | 

F7, Fr, G | 


Au reste, cette équation en dé, dn se déduirait plus simplement de léquation 
dv dn + v du d£ =0, en y introduisant les expressions de v, u en termes de £, n. 


31. Courbes géodésiques sur la surface. L'équation différentielle du second ordre 
des courbes géodésiques dépend seulement des coefficients Æ, F, G, savoir en supposant 
F'=0, cette équation est 

E dé (— EdE + 2G,d£ dn + Gdn’) 
— Gdn( EdE? + 2E,dE dn — Gdn’) 
+ 2EG( dE dn — dn PE ) =0, 
ou ce qui est la même chose 


(—- EE, 2EG -GE,, EG, -2GE;, GG)(dE, dn} + 2EG (dE d’n — dn PE) = 0, 
où 
dE dE dG dG 
E;, E, G, = TE dn’ dE’ dn 
respectivement, voir Cayley, “On geodesic lines, in particular those of a Quadric 
Surface,” Proc. London Math. Koc., t. 1V. (1872), p. 197, [508]. Nous avons vu que pour 
la surface des ondes dont il s’agit les expressions de F, G sont 


y &£—4E+B-n La LUS E 
ER PRE CRE AD LCD, 


et lon obtiendrait de là sans peine les expressions des coefficients de la fonction 
cubique (— EE., ...)(d£, dn} qui entre dans l'équation différentielle. 
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